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Lampiran A Persamaan Kinetika Michaelis-Menten
untuk Reaksi Reversible

Tinjau reaksi kelima dalam Gambar I.2 dengan mekanisme reversible, yaitu

s5 + e5
k1−−⇀↽−−
k−1

e5s5
k2−−⇀↽−−
k−2

e5 + s7.

Pada reaksi ke kanan (forward reaction), enzim e5 mengkatalis konversi substrat s5
menjadi s7. Begitupula pada reaksi sebaliknya (backward reaction). Dinamika dari
reaksi tersebut dimodelkan sebagai berikut:

ds5
dt

= k−1e5s5 − k1e5 · s5, (A.1a)

de5s5
dt

= −(k−1 + k2)e5s5 + (k1s5 + k−2s7)e5, (A.1b)

de5
dt

= (k−1 + k2)e5s5 − (k1s5 + k−2s7)e5, (A.1c)

ds7
dt

= k2e5s5 − k−2e5 · s7, (A.1d)

dengan konstanta laju reaksi ki. Laju reaksi r6 adalah

r6 = −ds5
dt

=
ds7
dt
. (A.2)

Untuk menyelesaikan Persamaan (A.2), beberapa asumsi digunakan untuk
menyederhanakan sistem reaksi tersebut. Briggs dan Haldane (1925) mengasum-
sikan bahwa selama reaksi berlangsung terdapat waktu tertentu yang membuat
kondisi setimbang dicapai pada tahap transisi (tahap pembentukan enzim kompleks
e5s5). Kondisi tersebut dinamakan kondisi quasi-steady state (lihat Klipp dkk.
(2005)), yang secara matematika dituliskan sebagai berikut:

de5s5
dt

= 0. (A.3)

Karena pada reaksi tersebut enzim tidak diproduksi ataupun dikonsumsi maka total
konsentrasinya selalu konstan, yaitu et5 = e5 + e5s5. Akibatnya diperoleh

de5
dt

= 0. (A.4)

Dari Persamaan (A.1b) dan (A.1c), dengan menggunakan (A.3) dan (A.4), diperoleh

e5 =
(k−1 + k2)e

t
5

k1s5 + k−2s7 + (k−1 + k2)
, (A.5)
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dan

e5s5 =
(k1s5 + k−2s7)e

t
5

k1s5 + k−2s7 + (k−1 + k2)
. (A.6)

Substitusi Persamaan (A.5) dan (A.6) ke (A.2) menghasilkan

r6 = k2(e5s5)− k−2 · e5 · s7

=
k2(k1s5 + k−2s7)e

t
5

k1s5 + k−2s7 + (k−1 + k2)
− k−2(k−1 + k2)e

t
5s7

k1s5 + k−2s7 + (k−1 + k2)
.

(A.7)

Jika Persamaan (A.7) dituliskan kembali dalam v5f , v5b, k5f , dan k5b, dengan v5f =

k2e
t
5, v5b = k−1e

t
5, k5f = k−1+k2

k1
, dan k5b = k−1+k2

k−2
, maka diperoleh laju reaksi

untuk reaksi reversible, yaitu

r6 =
v5fk5bs5(t)− v5bk5fs7(t)
k5fk5b + k5bs5(t) + k5fs7(t)

=
v5fs5

k5f + s5 + (k5f/k5b) s7
− v5bs7
k5b + s7 + (k5b/k5f ) s5

= rf6 − rb6.

(A.8)

Konstanta v5f dan v5b, secara berturut-turut, menyatakan laju reaksi maksimum
untuk reaksi ke kanan (forward reaction) dan sebaliknya (backward reaction).
Sedangkan konstanta k5f dan k5b, secara berturut-turut, menyatakan konstanta
Michaelis untuk masing-masing reaksi. Dalam kedua kasus reaksi tersebut, keter-
libatan s5 dan s7 pada suku penyebutnya menunjukkan bahwa s5 dan s7 saling
berkompetisi untuk enzim yang sama. Jadi setiap ’substrat’ menunjukkan efek
saling inhibisi secara kompetitif. Jika s5 = 0 atau s7 = 0 maka persamaan untuk
rf6 atau rb6 menghasilkan persamaan kinetika Michaelis-Menten untuk reaksi yang
irreversible.
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Lampiran B Syarat Perlu Keoptimalan dari Fungsi
Lagrange L

Tinjau fungsi Lagrange dalam Persamaan (3.38). Persamaan tersebut dapat
dituliskan kembali menjadi

L(y,p, q) =

∫ 1

0

{y7(t̃, q) +
7∑
i=1

[pi(t̃)fi(y, ũ)− pi(t̃)ẏi(t̃, q)] + p8(t̃)Θ(ũ)} dt̃.

(B.1)
Diketahui

d

dt̃

[
p(t̃)y(t̃, q)

]
= ṗ(t̃)y(t̃, q) + p(t̃)ẏ(t̃, q),

sehingga diperoleh

p(t̃)ẏ(t̃, q) = −ṗ(t̃)y(t̃, q) +
d

dt̃

[
p(t̃)y(t̃, q)

]
. (B.2)

Jika Persamaan (B.2) digunakan pada Persamaan (B.1) maka diperoleh

L(y,p, q)

=

∫ 1

0
{y7(t̃, q) +

7∑
i=1

[pi(t̃)fi(y, ũ) + ṗi(t̃)yi(t̃, q)− d

dt̃
(pi(t̃)yi(t̃, q))] + p8(t̃)Θ(ũ)} dt̃

=

∫ 1

0
{y7(t̃, q) +

7∑
i=1

[pi(t̃)fi(y, ũ) + ṗi(t̃)yi(t̃, q)] + p8(t̃)Θ(ũ)} dt̃

−
7∑
i=1

{pi(1)yi(1, q)− pi(0)yi(0, q)}.

(B.3)
Syarat perlu keoptimalan fungsi objektif (3.36) menyatakan bahwa solusi
optimalnya merupakan titik stasioner dari fungsional L, ∇L(y,p, q) = 0, dengan
∇ adalah sebuah operator gradien (Lewis, 1986; Kirk, 1998). Dari persamaan
∂L/∂p = 0 diperoleh sistem metabolisme,

ẏ = f(y, ũ), y(0) = y0,

dan konstrain Θ(ũ) = 0. Selanjutnya, jika Persamaan (B.3) diturunkan secara
parsial terhadap yj, j = 1 · · · , 7, diperoleh

∂

∂yj
L(y,p, q)

=

∫ 1

0

∂

∂yj
{y7(t̃, q) +

7∑
i=1

[pi(t̃)fi(y, ũ) + ṗi(t̃)yi(t̃, q)] + p8(t̃)Θ(ũ)} dt̃

− ∂

∂yj

7∑
i=1

{pi(1)yi(1, q)− pi(0)yi(0, q)}
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=

∫ 1

0

{ ∂
∂yj

[y7(t̃, q) +
7∑
i=1

pi(t̃)fi(y, ũ)] +
7∑
i=1

ṗi(t̃)
∂

∂yj
yi(t̃, q)} dt̃

−
7∑
i=1

{pi(1)
∂

∂yj
yi(1, q)− pi(0)

∂

∂yj
yi(0, q)}.

Diketahui
∂

∂yj
yi(t̃, q) =

{
0, jika i 6= j,
1, jika i = j,

sehingga diperoleh

∂

∂yj
L(y,p, q) =

∫ 1

0

{ ∂
∂yj

[y7(t̃, q) +
7∑
i=1

pi(t̃)fi(y, ũ)] + ṗj(t̃)} dt̃

−
7∑
i=1

{pi(1)
∂

∂yj
yi(1, q)− pi(0)

∂

∂yj
yi(0, q)},

untuk setiap j = 1, · · · , 7. Persamaan ∂L/∂yj = 0 dipenuhi jika

ṗj = gj(y,p), (B.4)

dengan gj = − ∂
∂yj

(y7 +
∑7

i=1 pifi), yaitu

g1 =
ω1θ1(p1 − p2)

(θ1 + y1)2
,

g2 = p2

4∑
i=2

ωiθi
(θi + y2)2

−
4∑
i=2

pi+1
ωiθi

(θi + y2)2
,

g3 = p3σ1,

g4 = p4σ2,

g5 = (p5 − p7)
(
θ5bθ5f (ω5fθ5b + ω5fy7 + ω5by7)

(θ5fθ5b + θ5by5 + θ5fy7)2

)
+ (p5 − p6)

ω6θ6
(θ6 + y5)2

,

g6 = (p6 − p4)
ω7θ7

(θ7 + y6)2
+ p6σ3,

g7 = −1− (p5 − p7)
(
θ5fθ5b(ω5bθ5f + ω5by5 + ω5fy5)

(θ5fθ5b + θ5by5 + θ5fy7)2

)
+ p7σ4,

dan
pi(1)

∂

∂yj
yi(1, q)− pi(0)

∂

∂yj
yi(0, q) = 0. (B.5)

Karena sistem metabolisme yang dimodelkan memiliki nilai awal yang tetap dan
nilai akhir yang bebas, maka diperoleh ∂yi(0, q)/∂yj = 0 dan ∂yi(1, q)/∂yj 6= 0
untuk i = j. Jadi Persamaan (B.5) dipenuhi jika pi(1) = 0 untuk setiap i = j.
Selanjutnya, jika Persamaan (B.3) diturunkan secara parsial terhadap qk, k = 1, 2,
diperoleh
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∂

∂qk
L(y,p, q)

=

∫ 1

0

{ ∂
∂qk

y7(t̃, q) +

(∗)︷ ︸︸ ︷
∂

∂qk

7∑
i=1

[pi(t̃)fi(y, ũ) + ṗi(t̃)yi(t̃, q)] +p8(t̃)
∂

∂qk
Θ(ũ)} dt̃

−
7∑
i=1

{pi(1)
∂

∂qk
yi(1, q)− pi(0)

∂

∂qk
yi(0, q)}.

(B.6)
Tinjau bagian (∗) dari Persamaan (B.6), yaitu

∂

∂qk

7∑
i=1

[pi(t̃)fi(y, ũ) + ṗi(t̃)yi(t̃, q)].

Jika bentuk tersebut diuraikan diperoleh

∂

∂qk
[p1(t̃)f1(y, ũ) + · · ·+ p7(t̃)f7(y, ũ) + ṗ1(t̃)y1(t̃, q) + · · ·+ ṗ7(t̃)y7(t̃, q)]

= p1(t̃)
7∑
i=1

∂

∂yi
f1(y, ũ)

∂

∂qk
yi(t̃, q) + · · ·+ p7(t̃)

7∑
i=1

∂

∂yi
f7(y, ũ)

∂

∂qk
yi(t̃, q)+

p1(t̃)
∂

∂ũ
f1(y, ũ)

∂ũ

∂qk
+ · · ·+ p7(t̃)

∂

∂ũ
f7(y, ũ)

∂ũ

∂qk
+

ṗ1(t̃)
∂

∂qk
y1(t̃, q) + · · ·+ ṗ7(t̃)

∂

∂qk
y7(t̃, q)

=
∂

∂qk
y1(t̃, q)

[
ṗ1(t̃) +

7∑
i=1

pi(t̃)
∂

∂y1
fi(y, ũ)

]
+ · · ·+

∂

∂qk
y7(t̃, q)

[
ṗ7(t̃) +

7∑
i=1

pi(t̃)
∂

∂y7
fi(y, ũ)

]
+

∂ũ

∂qk

[
p1(t̃)

∂

∂ũ
f1(y, ũ) + · · ·+ p7(t̃)

∂

∂ũ
f7(y, ũ)

]

=
7∑
j=1

∂

∂qk
yj(t̃, q)

[
ṗj(t̃) +

∂

∂yj

7∑
i=1

pi(t̃)fi(y, ũ)

]
+
∂ũ

∂qk

∂

∂ũ

7∑
i=1

pi(t̃)fi(y, ũ).

(B.7)
Jika bentuk terakhir dari (B.7) disubstitusi ke (B.6) maka, melalui beberapa
penyederhanaan, diperoleh

∂

∂qk
L(y,p, q)

=

∫ 1

0

{
7∑
j=1

∂yj(t̃, q)

∂qk

[
ṗj(t̃) +

∂

∂yj

(
y7(t̃, q) +

7∑
i=1

pi(t̃)fi(y, ũ)

)]
+
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∂ũ

∂qk

[
∂

∂ũ

(
7∑
i=1

pi(t̃)fi(y, ũ)

)
+ p8(t̃)

∂Θ(ũ)

∂ũ

]}
dt̃ −

7∑
i=1

{pi(1)
∂

∂qk
yi(1, q)− pi(0)

∂

∂qk
yi(0, q)}.

Karena ∂yj
∂qk
6= 0 dan ∂ũ

∂qk
6= 0 maka diperoleh syarat agar ∂L/∂qk = 0 dipenuhi,

yaitu jika sistem dalam Persamaan (B.4) beserta syarat batasnya pj(1) = 0 dipenuhi
dan ∂

∂ũ

(
p8Θ(ũ) +

∑7
i=1 pifi

)
= 0 dipenuhi. Jadi diperoleh,

∂L

∂q
=


∂L

∂q1
∂L

∂q2

 =

(
p1 + p8
p8

)
= 0,

dengan q1 = S̃g dan q2 = φ.
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